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1 Intégrales définies 


Théorème 1 Changement de variable dans une intégrale 
Soient E un Banach, @ : I — J de classe C! entre deux intervalles de R et f:J—E 
continue. Alors 


B (8) 
Va, Bel [up [7 f (@) de. 


p(a) 


Théorème 2 Intégration par parties 
Si u et v sont des fonctions de classe C? de [a,b] dans C, 


Théorème 3 //2] 6.3.5} Première formule de la moyenne 
1) Soient f et g intégrables sur [a,b|, g gardant un signe constant sur cet intervalle, 


= nl (x) et M = Supf (x). Il existe k € [m, M] tel que 
a [ab] 


[rat ax [ot dx. 


Si, de plus, f est continue, alors il existe c € [a, b] tel que Fe Foly dr=.f\() [9 (b) du: 
2) En particulier 


1 
b—a 


m < 


['roæsu 
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pour toute ne A f:la,b] —R. De plus, si f est continue, il existe c € [a, b] 
tel que f (c) = = Ep FR 


Théorème 4 . is Deuxième formule de la moyenne 
Si f est positive décroissante de [a,b] dans R et si g est intégrable de [a, b] dans R, ül existe 


c € [a,b] tel que 
['rt9 2) de = (a) | 9 de 


La preuve du prochain Théorème utilisera le Lemme topologique suivant qui généralise le 
résultat bien connu suivant lequel toute application continue sur un compact est unifor- 
mément continue. 


Lemme 1 Soient f : E — F une application continue entre deux espaces métriques, et 
K un compact de E. Alors 


Ve>0 n>0 VrekK VyeE d(x,y)<n—= d(f(x),f(y)) <e. 


Preuve : Pour tout x € K il existe 7, > 0 tel que 


d(a,y) <ne + d(f@).f)<5 


Du recouvrement (J B (æ, 12) de X on peut toujours extraire un sous-recouvrement fini 


xeK 
Ü | B (x,° 


a). Posons 7 = Min (5 
ie i tel que dx, x) < % et 


+). SixeKetye E vérifient d(x,y) < 7, alors il 


dri, y) < dx, y) + d(æ, y) < HT < Me 


L’assertion (1) entraîne alors 
d(f(æ),f@)<3 
L’assertion (1) permet aussi d'écrire 
das) <> d(f(@),f{a)<s  (@) 
Finalement (2) et (3) entraînent bien d(f (x), f (y)) < €. 


Théorème 5 Continuité et dérivabilité d’une fonction définie à l’aide d’une 


intégrale 

Soient U un ouvert d’un e.v.n. et F un Banach. 

1) Si f:U x [a,b] — F est continue, alors l'application g (x = f (x,t) dt est continue 
sur U. 


2) Si, de plus, SL existe en étant continue sur U X [a,b], alors g est continâment dérivable 


et 


a dt 


3) SiU est un intervalle de R, on peut remplacer l'hypothèse ” f continue sur U x [a,b]” 
ci-dessus par pour tout x E U, la fonction tr f(x,t) est continue sur [a, b|”. 


Preuve : 1) On a 


b b 
lg) 9 (ao) =] (0) — Fo,0) a < JF Ge0 F0 à 


Comme {x0} * [a,b] est un compact de U x [a, b], le Lemme 1 permet d’écrire 


Ve>0 M>0 [xx] <n= |f(xt) - f(x, <e 


d’où 
b 


PORMOIES! Re 


a 


1 
A T = | SL (&+uht) h di, 


LE £teruno- Zen) naval 


(Écran -Ltan)] 


on obtient 


la(c+h)-g(x)-9 (&)h] = 


IA 


(b—a)lhl] Sup Sup 


a<t<b0O<u<1 


Le Lemme 1 appliqué avec la fonction continue £L permet d’écrire 


= of of 
VE>0 >0 Ah] <n—= SE (+ un,9 SE (0) < € 


d’où 


VE > 0 An>=0' || 7 Lg (x +R) — g(x) — g' (x) h|] <(b—a)|hle. 


La fonction g sera donc dérivable, et sa dérivée sera continue d’après 1). 


3)() 


Corollaire 1 Soient 1 et U deux intervalles de R, f : U x I — F continue telle que 2È 
existe et soit continue sur I X U, a et B deux applications dérivables de U vers I. Alors 
l’application 


est dérivable sur U, de dérivée : 


B(x) 
C2 LB) F (Fate (+ J GE C0 dt 


2 Intégration et sommation des relations de comparaison 


2.1 Intégration 


Théorème 6 Soient E un Banach, f : [a,b[— E et & : [a,b[— R} deux applications 
localement intégrables sur [a, b[. Les comparaisons de fonctions suivantes seront faites au 
voisinage de b. 

1) Si Je (t) dt converge, 


ie os f'r-0(fe). 
fe + [i=o( fe). 


b b 
f — 3 [af où À € E\ {0}. 


2) Si [?(t) dt diverge, 
j ow+ f r-0(['e),. 


scope ft-o(fe), 
f — = [r-afe où À € E\ {0}. 


Corollaire 2 Soit f : I — E localement intégrable de l'intervalle T1 dans un Banach E. 
Soit xo € I. Si f admet un développement limité en xo à l’orde n de la forme 


f&) = 00 +ai fe 20) +... Franz = 20)" Fo((& = x0)") 


alors l’application x + Fe f(x) dx admet un développement limité en xo à l’orde n +1 
de la forme 


(x Ne 


n +1 


æ . 2 
| f (x) US 


5 + 0 ((æ — to)" ) 


2.2 Sommation 


Théorème 7 Soient E un Banach, Yan une série de E et S'b, une série à termes dans 
R,. Les comparaisons des suites seront faites au voisinage de +oo. 
1) Si S bn converge, 


An  — 0b)=Dd. = 0 D : 


k>n k>n 
FRE — O (bn) = Ÿ ak = 0 ) bg |, 
k>n k>n 


An = Jar AS br où À€ E\{0}. 


k>n k>n 


S 
à 
è 


2) Si Sbn diverge, 


An — O{bn) = da =0 S % , 


k<n k<n 


An = O(bn) = dax = 0 Dr ÿ 
k<n k<n 
An © An ar AÏ by où € E\{0}. 
k<n k<n 


Pour toute cette Section, on se réfère à [2] 87.2.4 et IV 81.6.1. 
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